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摘　 要： 针对七自由度机械臂零空间解集的无穷性，传统数值迭代只能求取单一解，解析法通用性较低，微分映射法精度较低

的问题，本文在传统同伦延拓法的基础上采用同伦延拓参数自收敛的方式并加入关节限幅环节以优化延拓空间，并在此基础

上，采用余弦函数作为同伦延拓辅助函数为方程组加入扰动。 首先，根据改进 ＤＨ 参数法得到正运动学变换矩阵；其次，对自

收敛同伦延拓法和传统同伦延拓法的求解时效、求解范围、对求解精度的适应性以及迭代限幅对求解的影响进行对比实验；
最后，使用球形包围盒法结合加权取解的方式使得机械臂利用搜索到的零空间解集进行避障运动。 经实验证明自收敛法的

求解时效要优于传统法，加入关节限幅过程后，两种方法的时效性均有提升。
关键词： 七自由度机械臂； 零空间解集； 同伦延拓参数； 关节限幅； 同伦延拓辅助函数； 自收敛同伦延拓法
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０　 引　 言

工业领域、服务领域、医疗领域对机器人的需求

不断增长，机械臂的使用最为广泛。 传统六自由度机

械臂在应对复杂工作场景时，对其运动学规划的难度

较大；七自由度机械臂因存在冗余自由度从而拥有丰

富的零空间解集，可以合理利用对应的零空间解集更

加灵活的完成任务，对环境有更强的适应能力。



机械臂的零空间解集是使机械臂末端位姿保持

不变的关节角集合［１－２］。 传统的七自由度机械臂零

空间解是基于机械臂几何雅克比的零空间投影矩

阵，通过积分获得瞬时解，但是积分的过程使得该方

法精度难以保证，雅可比的奇异会导致关节速度的

突变；数值法方面，常规数值迭代法依赖于迭代初始

位置，只能得到一组解，无法充分利用的七自由度机

械臂的冗余特性；几何解析法虽然具有精度高的优

势，但是不具备通用性［３－４］。
Ａｒｔｅｍｉａｄｉｓ Ｐ、Ｌｅｅ Ｓ 等［５－６］结合关节参数化技术

对于七自由度机械臂的几何结构进行分析，得到一

种求封闭解析解的计算方法，但缺点是关节参数的

选择方式过于繁琐；Ｍｏｒａｄｉ Ｈ 等［７］ 提出了一种最小

化臂角零空间自运动的解析方法，分析了肩关节极

限的冗余角参数局限性，但是该法仅仅采用了一种

零空间自运动轨迹，而七自由度机械臂同一位姿的

零空间自运动轨迹存在多个；Ｓｈｉｍｉｚｕ Ｍ 等［８］将臂角

作为一维的冗余参数，通过向量几何原理得到将臂

角作为变量的解析公式，通过代入不同的臂角得到

对应的零空间解，但只能适用于特定构型机械臂。
同伦延拓法是针对数值迭代法对迭代初值依赖

较高这一缺点提出的一种数学方法，能确保在给定初

值情况下的大范围收敛，通过构造一组同伦映射，利
用简单映像的解去追踪复杂映像的解。 彭继友等［９］

运用同伦的思想对飞机舱门运动轨迹的非线性方程

组进行求解优化；赵斌等［１０］ 使用同伦法分析了关于

轨道电路传输线的二阶偏微分方程；柳伟等［１１］ 使用

同伦延拓法分析了电路方程的 Ｈｏｐｆ 分岔点问题；
Ｒａｈｍａｎｉ Ａ 等［１２］利用同伦延拓方法求解混合并联机

器人的非线性解；Ｍｉｌａｄ Ｓ Ａ 等［１３］通过 Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ［１４］同
伦延拓方法求解低自由度并联机器人的运动学问题，
但是 Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ 同伦方法求解串联链式结构机械臂运

动学问题的时效性较低；Ｗｕ Ｔ Ｍ［１５］针对三自由度平

面机械臂提出了与关节变量相关的同伦辅助函数构

造方式，但是只考虑了 ３ 个位置分量并没有涉及到姿

态量；Ｔｓａｉ Ｌ Ｗ 等［１６］ 根据六自由度机械臂的构型分

析了同伦延拓方法的收敛性问题，但是六自由度机械

臂的零空间解集是有限的，而七自由度机械臂的构型

更加复杂且零空间解有无数个。
考虑到同伦延拓算法自身适合求解非线性方程

组。 针对七自由度机械臂的冗余特性以及位姿超越

方程的高度非线性，本文采用自收敛的同伦延拓参

数结合偏向于扰动功能的余弦函数作为同伦辅助函

数，并在迭代过程中加入关节限幅对七自由度机械

臂的零空间解集进行搜索。

１　 机械臂正运动学模型构建

本文选取了 ＫＵＫＡ ｉｉｗａ７ 型机械臂作为研究对

象。 ＫＵＫＡ ｉｉｗａ７ 是一台七自由度协作机器人，有效

负载 ７ ｋｇ，重复定位精度为 ０． １ ｍｍ，机器重量为

２９．５ ｋｇ，最大运动范围达到 ８００ ｍｍ。 七自由度

ＫＵＫＡ ｉｉｗａ７ 拥有更高的灵活度，适应各种工程应用。
使用 ＭＤＨ（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＤＨ）参数法对机械臂进行

正运动学建模，并采用Ｍａｔｌａｂ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍ Ｔｏｏｌｂｏｘ
仿真包搭建机械臂运动学连杆图如图 １ 所示。 根据

相关参数构建机械臂运动学坐标系如图 １ 所示。
ＭＤＨ 参数表，见表 １，其中 ａｉ －１ 为连杆长度， αｉ －１ 为关

节轴线扭转角， ｄｉ －１ 为连杆偏距， θｉ 为关节角度。
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（ａ） 机械臂实体图　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 机械臂连杆图

图 １　 运动学连杆图

Ｆｉｇ． １　 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｌｉｎｋａｇｅ ｄｉａｇｒａｍ
表 １　 ＭＤＨ 参数表

Ｔａｂｌｅ １　 ＭＤＨ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔａｂｌｅ

关节 ｉ ａｉ－１ αｉ－１ ｄｉ θｉ
１ ０ ０ ０．３４０ ０ θ１
２ ０ ｐｉ ／ ２ ０ θ２
３ ０ －ｐｉ ／ ２ ０．４００ ０ θ３
４ ０ ｐｉ ／ ２ ０ θ４
５ ０ －ｐｉ ／ ２ ０．４００ ０ θ５
６ ０ ｐｉ ／ ２ ０ θ６
７ ０ －ｐｉ ／ ２ ０．１２６ ６ θ７

　 　 改进 ＤＨ 法的齐次变换矩阵通式（１）：
ｃｏｓ θｉ － ｓｉｎ θｉ

ｓｉｎ θｉｃｏｓ αｉ－１ ｃｏｓ θｉｃｏｓ αｉ－１

０ ａｉ－１

－ ｓｉｎ αｉ－１ － ｓｉｎ αｉ－１ ｄｉ

ｓｉｎ θｉｓｉｎ αｉ－１ ｃｏｓ θｉｓｉｎ αｉ－１

０ ０
ｃｏｓ αｉ－１ 　 　 ｃｏｓ αｉ－１ ｄｉ

０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１）
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将连杆变量 θｉ，连杆常量ｄｉ，αｉ －１，ａｉ －１ 代入通式

（１），将得到的矩阵连乘得到式（２）：
０
７Ｔ ＝０

１Ｔ１
２Ｔ２

３Ｔ３
４Ｔ４

５Ｔ５
６Ｔ６

７Ｔ （２）
　 　 将 ０

７Ｔ 的齐次变换矩阵形式表示为式（３）：
ｒ１ ｒ２
ｒ４ ｒ５

ｒ３ ｐｘ

ｒ６ ｐｙ

ｒ７ ｒ８
０ ０

ｒ９ ｐｚ

０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（３）

　 　 其中， ｒｉ ｉ ＝ １ ～ ９( ) ，ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 分别为机械臂末

端相对于基坐标系的 ９ 个姿态量与 ３ 个位置量，都
是关于关节变量 θｉ ｉ ＝ １ ～ ７( ) 的超越方程。

２　 同伦延拓方程组构建

２．１　 牛顿迭代

使用牛顿迭代法描述以上位姿方程的求解问

题。 θｎ－１ 为上时刻的迭代更新值， ｎ ＝ １ 时为迭代初

值， θｎ 为迭代更新值，公式（４）； ｆθｄ 为给定的目标位

姿，公式（５）：
θｎ－１ ＝ ［θｎ－１１，θｎ－１２，…，θｎ－１７］

Ｔ

θｎ ＝ ［θｎ１，θｎ２，…，θｎ７］
Ｔ{ （４）

ｆθｎ－１ ＝ ［ｐｘｎ－１，ｐｙｎ－１，ｐｚｎ－１，（ ｒ１，ｒ２，…，ｒ９） ｎ－１］ Ｔ

ｆθｄ ＝ ［ｐｘｄ，ｐｙｄ，ｐｚｄ，（ ｒ１，ｒ２，…，ｒ９） ｄ］ Ｔ{ （５）

　 　 精度判别式（６）：
　

∑
１２

ｉ ＝ １
（ ｆθｄ（ ｉ） － ｆθｎ－１（ ｉ））

２ ≤ ａｃｃｕｒａｃｙ （６）

　 　 ｆθｎ－１ 会根据每次迭代后的 θｎ－１ 的值进行更新直

至满足精度。
迭代雅可比按照位置以及姿态参数的顺序展

开，式（７）：

Ｊａｃｏ ＝

δ ｐｘ

δ θ１
…

δ ｐｘ

δ θ７

δ ｐｙ

δ θ１
…

δ ｐｙ

δ θ７

δ ｐｚ

δ θ１
…

δ ｐｚ

δ θ７

δ ｒ１
δ θ１

…
δ ｒ１
δ θ７

︙ … ︙
δ ｒ９
δ θ１

…
δ ｒ９
δ θ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（７）

　 　 列出关于位姿求解的牛顿迭代式：
θｎ ＝ θｎ－１ ＋ ＳＶＤ（Ｊａｃｏ（θｎ－１））（ ｆθｄ － ｆθｎ－１） （８）

　 　 由于 Ｊａｃｏ 为 非 方 阵， 所 以 需 要 使 用 ＳＶＤ

（Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｖａｌｕｅ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）奇异值分解求其伪

逆［１７］。 通过奇异值分解将 Ｊａｃｏ 的伪逆分解为两个

正交矩阵与对角奇异值倒数矩阵的乘积。
２．２　 传统同伦延拓法

设 ｆθｄ － ｆθｎ－１ 为 Ｈθｎ－１， 同伦延拓参数为 Ｐ， 同伦

延拓辅助函数为 Ｇｘ。
基于同伦延拓的新目标函数：

　 Ｆθｎ－１
＝

ＰＨθｎ－１１
＋ １ － Ｐ( ) Ｇｘ１

ＰＨθｎ－１２
＋ １ － Ｐ( ) Ｇｘ２

︙
ＰＨθｎ－１１２

＋ １ － Ｐ( ) Ｇｘ１２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

， Ｐ ∈ ０，１[ ] （９）

现考虑 ３ 个特殊位置 Ｐ ＝ ０，Ｐ∈（０，１），Ｐ ＝ １。
当 Ｐ ＝ ０ 时， Ｆθｎ－１

＝ Ｇｘ；
当 Ｐ ∈ ０，１( ) 时， Ｆθｎ－１

＝ ＰＨθｎ－１
＋ （１ － Ｐ） Ｇｘ；

当 Ｐ ＝ １ 时， Ｆθｎ－１
＝ Ｈθｎ－１。

因此，令 Ｐ 从 ０ 递增至 １ 时， Ｆθｎ－１
＝ ０ 的解从

Ｇｘ ＝０ 的解变为 Ｈθｎ－１
＝ ０ 的解。

对于非冗余机械臂而言，其同一位姿对应的关

节角组合是有限的（六自由度机械臂一般有 ８ ～ １６
个）。 同伦延拓方法的要求偏向于获得所有对应的

零空间解。 此时，同伦辅助函数的作用更倾向于引

导。 低自由度机械臂的同伦辅助函数有牛顿函数和

定点函数，如式（１０）、式（１１）所示：
Ｇｘ ＝ Ｇθｎ－１

＝ Ｈθｎ－１
－ Ｈθ０ （１０）

Ｇｘ ＝ Ｇθｎ－１
＝ Ａ（θｎ－１ － θ０） （１１）

　 　 将（１０）代入（９）得到式（１２）：

Ｆθｎ－１
＝

Ｈθｎ－１１
＋ １ － Ｐ( ) （－ Ｈθ０１）

Ｈθｎ－１２
＋ １ － Ｐ( ) （－ Ｈθ０２）

︙
Ｈθｎ－１１２

＋ １ － Ｐ( ) （－ Ｈθ０１２）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

， Ｐ∈ ０，１[ ] （１２）

虽然 Ｈθｎ－１
－ Ｈθ０

＝ ０ 是必定有解的，但是由于七

自由度机械臂的正运动学方程是高度非线性的，所以

Ｐ 在递增至 １ 的过程中， Ｈθｎ－１
＋ （１ － Ｐ）（ － Ｈθ０） ＝ ０

不满足线性性质，导致该方程不一定有解，且七自由

度机械臂位姿方程的计算复杂度很高。
将（１１）代入（９）得到式（１３）：

Ｆθｎ－１
＝

ＰＨθｎ－１１
＋ （１ － Ｐ） Ａｉ（θｎ－１ｉ － θ０１）

ＰＨθｎ－１２
＋ （１ － Ｐ） Ａｉ（θｎ－１ｉ － θ０２）

︙
ＰＨθｎ－１１２

＋ （１ － Ｐ） Ａｉ（θｎ－１ｉ － θ０１２）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

， Ｐ∈［０，１］

（１３）
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参数 Ａｉ 的选择比较困难，过大的参数 Ａｉ 可能会

导致延拓过程中的物理解释受机械臂连杆长度等影

响变的不合理；过小的参数 Ａｉ 可能会因为奇点导致

延拓失败。
对于冗余七自由度机械臂而言，其同一位姿对

应的关节角组合有无数种，所以对于同伦延拓的要

求更偏向于尽可能在短的时间内获得更多的零空间

解。 这时，同伦辅助函数的作用更倾向于扰动。
本文使用与关节变量无关的余弦函数为延拓加

入扰动，通过改变余弦函数值在解空间中形成不同

的搜索路径，从而获得更多的零空间解。 单次余弦

函数的计算量，式（６）的超越函数要低很多，从而迭

代搜索的速度更快。 由于齐次变换矩阵的旋转参数

部分为单位正交矩阵，矩阵参数的绝对值小于等于

１。 因此采用余弦函数构成的 Ｇｘ 在为同伦方程加入

扰动的同时，其有界初等函数的性质也可以在同伦

延拓过程中保证较好的物理解释性和计算时效性。
本文同伦辅助函数如式（１４）所示，其中 ｘ０ 在区间

［０，π］ 中按给定步长递增变化。
Ｇｘｉ

＝ ｃｏｓ ｘ０，（ ｉ ＝ １…１２） （１４）
　 　 其中， ｘ０ 在迭代过程中按步长递增于 ［０，π］。

本文构造的传统同伦方程组如式（１５）所示：

Ｆθｎ－１
＝

ＰＨθｎ－１１
＋ （１ － Ｐ）ｃｏｓ ｘ０

ＰＨθｎ－１２
＋ （１ － Ｐ）ｃｏｓ ｘ０

︙
ＰＨθｎ－１１２

＋ （１ － Ｐ）ｃｏｓ ｘ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

， Ｐ ∈ ［０，１］ （１５）

精判别式（１６）：
　

∑
１２

ｉ ＝ １
（Ｆθｎ－１（ ｉ） － ０） ２ ≤ ａｃｃｕｒａｃｙ （１６）

　 　 传统同伦延拓法的雅可比矩阵 Ｊａｃｏｎｅｗ：

Ｊａｃｏｎｅｗ ＝

δ Ｆ１（θ１… θ７）
δ θ１

…
δ Ｆ１（θ１… θ７）

δ θ７

︙ … ︙
δ Ｆ１２（θ１… θ７）

δ θ１
…

δ Ｆ１２（θ１… θ７）
δ θ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１７）

基于传统同伦延拓的牛顿迭代公式（１８）：
　 θｎ ＝ θｎ－１ ＋ ＳＶＤ Ｊａｃｏｎｅｗ θｎ－１( )( ) ０ － Ｆθｎ－１

( ) （１８）
传统同伦延拓方法的同伦延拓参数 Ｐ 独立于

待求解方程组，需要逐步递增至 １。 实验证明，如果

Ｐ 的步长过小会导致计算时间过长，步长过大会导

致延拓不充分，得到的有效非重复解数量下降，合理

的步长选择为 ０．１。

将迭代步长设置为 ０．１，递增过程中求解每个 Ｐ
值对应的方程组的迭代最大次数设置为 ５ 时，传统

同伦延拓法的求解路径如图 ２ 所示。 通过改变同伦

延拓辅助函数值 ｘ０， 进而搜索到非线性方程组解空

间的其他区域。
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图 ２　 传统同伦延拓法求解路径

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

　 　 迭代步骤

步骤 １　 设置迭代初始关节角；
步骤 ２　 在 ［０，π］ 范围内递增 ｘ０， 生成同伦延

拓辅助函数值 Ｇｘ， 设置同伦延拓参数 Ｐ 的初始值为

０；
步骤 ３　 以给定步长递增同伦延拓参数 Ｐ；
步骤 ４　 求解本次同伦延拓参数值对应的方程

组，如果 Ｐ 已经递增至 １，则执行步骤 ６，否则执行步

骤 ５；

步骤 ５　 判断

　

∑
１２

ｉ ＝ １
（Ｆθｎ－１（ｉ） － ０）２ ≤ ａｃｃｕｒａｃｙ

和最大迭代次数限制，如果精度满足或超过最大迭代

次数则将该步得到的 θｎ 作为迭代初值返回步骤 ３；

步骤 ６　 判断

　

∑
１２

ｉ ＝ １
（Ｆθｎ－１（ｉ） － ０）２ ≤ａｃｃｕｒａｃｙ，

如果精度满足则一次求解结束。
２．３　 自收敛同伦延拓法

由于传统法的延拓参数 Ｐ 只起到引导延拓路

径的作用，应用于七自由度机械臂的同伦法更偏向

于为方程组添加扰动，所以在迭代过程中，通过改变

同伦延拓参数 Ｐ 的初始值来设置延拓路径的起点，
延拓参数 Ｐ 作为一维变量跟随迭代的方式增强了

算法的随机性和灵活性。 为了保证路径终点为方程

组的解，需设置同伦延拓变量 Ｐ 的收敛目标值为 １。
Ｆθｎ－１ 也要增加一项 Ｐθｎ－１

－ １， 驱使同伦延拓参

数 Ｐ 收敛至 １，从而使延拓路径终点到达目标点，
式（１９）：
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Ｆθｎ－１，Ｐｎ－１
＝

Ｐｎ－１ Ｈθｎ－１１
＋ １ － Ｐｎ－１( ) Ｇｘ１

Ｐｎ－１ Ｈθｎ－１２
＋ １ － Ｐｎ－１( ) Ｇｘ２

︙
Ｐｎ－１ Ｈθｎ－１１２

＋ １ － Ｐｎ－１( ) Ｇｘ１２

Ｐｎ－１ － １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

， Ｐ∈［０，１］ （１９）

θｎ 和 θｎ－１ 要增加一项关于 Ｐ 的迭代递推关系，
见式（２０）：

θｎ－１，Ｐｎ－１( ) ＝ θｎ－１１，…，θｎ－１７，Ｐｎ－１[ ] Ｔ

θ( ｎ，Ｐｎ） ＝ θｎ１，…，θｎ７，Ｐｎ[ ] Ｔ{ （２０）

精 度 判 别 式

　

∑
１３

ｉ ＝ １
（Ｆθｎ－１，Ｐｎ－１

（ ｉ） － ０） ２ ≤

ａｃｃｕｒａｃｙ
１２×７ 雅可比矩阵 Ｊａｃｏｎｅｗ 添加一维关于 Ｐ 的偏

导，变为 １３ × ８ 的雅可比矩阵。
自收敛同伦延拓法的雅可比矩阵：

Ｊａｃｏｍｙ＿ｎｅｗ ＝
δ Ｆ１（θ１…θ７，Ｐ）

δ θ１
…

︙ …

δ Ｆ１（θ１…θ７，Ｐ）
δ θ７

δ Ｆ１（θ１…θ７，Ｐ）
δＰ

︙ ︙
δ Ｆ１２（θ１…θ７，Ｐ）

δ θ１
…

δＰ
δ θ１

…

δ Ｆ１２（θ１…θ７，Ｐ）
δ θ７

δ Ｆ１２（θ１…θ７，Ｐ）
δＰ

δＰ
δ θ７

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２１）
基于自收敛同伦延拓的迭代公式（２２）：
θ ｎ， Ｐｎ ＝ θ ｎ－１， Ｐｎ－１ ＋ ＳＶＤ（ Ｊａｃｏｍｙ＿ｎｅｗ（ θ ｎ－１，

Ｐｎ－１））（０ － Ｆθｎ－１，Ｐｎ－１
） （２２）

在迭代过程中，由于超越方程中存在的三角函

数属于周期函数，传统法和自收敛法在迭代过程中

均会出现 θ ｎ 超出 ［ － π，π］ 的情况，导致搜索空间

冗余。 在每一次迭代更新时，先将 θ ｎ 限幅在 ［ － π，
π］ 的范围内，然后再更新至 θ ｎ－１。 如果不加入限

幅过程，传统法和自收敛法获得重复解的概率均会

增大，从而对算法时效产生影响。
自收敛同伦延拓法对一组位姿的求解路径如图

３ 所示。
　 　 迭代步骤

步骤 １　 设置迭代初始关节角；
步骤 ２　 在 ［０，π］ 范围内递增 ｘ０， 生成同伦延

拓辅助函数 Ｇｘ；
步骤 ３　 以给定步长设置同伦延拓变量 Ｐ 的迭

代初值，生成延拓路径起点；
步骤 ４　 迭代求解本次同伦延拓变量值对应的

方程组；
步骤 ５　 判断 ａｃｃｕｒａｃｙ， 如果精度满足则一次

求解结束；否则执行步骤 ６；
步骤 ６　 对 θ ｎ 限幅后更新至 θ ｎ－１， 返回步骤 ４。
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图 ３　 自收敛同伦延拓法求解路径

Ｆｉｇ． ３ 　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐａｔｈ ｏｆ ｓｅｌｆ － ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

３　 仿真实验

３．１　 求解时效

在相同的最大迭代次数和迭代初始位置下，将
自收敛同伦延拓法与传统同伦延拓法的求解时间进

行比较，并在 ＭＡＴＬＡＢ 平台上求取 ３００ 个随机末端

位姿的 ３００ 组有效解。 当末端笛卡尔位姿求解精度

设置为 １ｅ－１２时，分别得出自收敛法与传统法求解这

３００ 组随机位姿方程组的最大时间和最小时间，最
大求解时间差和最小求解时间差以及平均时间差，
求解时间对比图如图 ４ 所示。
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图 ４　 求解时间对比图

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

　 　 求解时间对比表，见表 ２。 从表 ２ 可以看出自

收敛同伦延拓法在求解时效性上要比传统法优越，
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原因在于传统同伦延拓法必须按照设定的步长求

解，并且对于每一个 Ｐ 值对应的目标函数都需要迭

代到一定的精度或超过最大迭代次数才能递增 Ｐ ，
进行下一次迭代。 在一轮求解中必须当 Ｐ 递增至 １
时才能得到对应的解。 传统法在一次求解中的总迭

代次数为 ５０ 次，会造成时间的损耗和误差的叠加。
自收敛同伦延拓法采用了 Ｐ 参与迭代的方式，可以

使 Ｐ 以较快的速度收敛至 １，且求解误差的叠加次

数较少。

表 ２　 求解时间对比表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｓ

传统法 自收敛法

最大求解时间 ２．４５６ ０．８１２ ３
最小求解时间 １．５７１ ０．４４３ ３

最大求解时间差 １．６４３ ７
最小求解时间差 １．１２７ ７

　 　 随机选取 ６ 个目标位姿并分别对其求解 ２０ 组有

效解，自收敛法同伦参数的收敛变化图如图 ５ 所示。
大多数情况下， Ｐ 在迭代 ２０ 次以内便收敛至 １。
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图 ５　 自收敛法同伦参数的收敛变化图

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｆ ｓｅｌｆ－ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ

３．２　 求解范围

使用 Ｍａｔｌａｂ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍ Ｔｏｏｌｂｏｘ 仿真包测

试自收敛同伦延拓法对机械臂零空解集的搜索范

围。 在机械臂工作空间内选取 ６ 组位姿，当末端笛

卡尔位姿求解精度设置为 １ｅ－１２时，１ ５００ 组零空间

解如图 ６ 所示，１ ５００ 组零空间解时效见表 ３。 从图

６ 可以看出，该法所得到的肘部冗余圆的完整度较

高。
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图 ６　 １ ５００ 组零空间解

Ｆｉｇ． ６　 １ ５００ ｓｅｔｓ ｏｆ ｎｕｌｌ－ｓｐａｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

４１２ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １４ 卷　



表 ３　 １ ５００ 组零空间解时效

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ １ ５００ ｓｅｔｓ ｏｆ ｎｕｌｌ ｓｐａｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

编号 求解位姿 求解时间 ／ ｓ

（ａ）

－ ０．８９７ ５ 　 ０．３６５ ２ － ０．２４７ ３ － ０．４７８ ７
　 ０．３７５ ７ 　 ０．３３９ ５ － ０．８６２ ３ － ０．３８３ ７
－ ０．２３０ ９ － ０．８６６ ８ － ０．４４２ ０ 　 ０．７６８ ５

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

５．５７７ ５

（ｂ）

－ ０．４８６ ２ － ０．８２１ ６ － ０．２９７ ５ － ０．２９６ ２
　 ０．３６０ ７ 　 ０．１２１ ５ － ０．９２４ ７ － ０．３０２ ７
　 ０．７９６ ０ － ０．５５６ ９ 　 ０．２３７ ３ 　 １．０７６ ７

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

４．５１４ ９

（ｃ）

－ ０．００４ １ 　 ０．９７０ ２ 　 ０．２４２ ４ － ０．４６１ ５
　 ０．７６７ ２ 　 ０．１５８ ５ － ０．６２１ ５ － ０．３１３ ９
－ ０．６４１ ４ 　 ０．１８３ ４ － ０．７４４ ９ 　 ０．００４ ６

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

４．１７９ ３

（ｄ）

－ ０．７０２ ６ － ０．６８１ ５ － ０．２０４ ７ 　 ０．２８２ ７
　 ０．４５５ ９ － ０．２１０ ２ － ０．８６４ ８ － ０．５５４ ８
　 ０．５４６ ４ － ０．７００ ９ 　 ０．４５８ ４ 　 ０．８８３ ３

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

４．０９３ ３

（ｅ）

　 ０．３１１ １ － ０．９２６ ０ 　 ０．２１３ ８ 　 ０．３２７ ７
　 ０．１１２ １ － ０．１８７ ６ － ０．９７５ ８ － ０．８００ ２
　 ０．９４３ ７ 　 ０．３２７ ５ 　 ０．０４５ ４ 　 ０．５４５ ４

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３．８２６ ８

（ｆ）

－ ０．５２３ ９ 　 ０．６７８ ９ － ０．５１４ ４ 　 ０．０１６ ０
　 ０．８３６ ６ 　 ０．２９６ ６ － ０．４６０ ５ － ０．８３１ ９
－ ０．１６０ １ － ０．６７１ ６ － ０．７２３ ４ 　 ０．３３９ ７

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

５．５８７ ９

３．３　 求解精度适应性

使用 Ｍａｔｌａｂ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍ Ｔｏｏｌｂｏｘ 仿真包对

传统同伦延拓法与自收敛同伦延拓法对精度的适应

程度进行仿真对比实验。

分别改变末端笛卡尔位姿的求解精度为 １ｅ－１２、
１ｅ－１４。 采用传统同伦延拓法对 ６ 组末端位姿分别求

解 ３５０ 次，仿真实验得到传统法在不同精度下的求

解时效见表 ４。

表 ４　 传统法在不同精度下的求解时效

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｃｃｕｒａｃｙ

精度 有效解数 求解时间 精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

１ｅ－１４ ２５ １．５１８ ４ ｓ １ｅ－１２ １２８ １．５１２ ３

３７ １．５０２ ６ ２０６ １．４９６ ４

３５ １．４９８ ２ １９３ １．４９２ ０

３３ １．５１４ ７ １６８ １．５１４ ２

２９ １．５１２ ８ １６４ １．５０９ ４

２７ １．５１６ ９ １４１ １．５０６ ０

　 　 传统法在 １ｅ－１４ 精度下的解空间示意图如图 ７
所示，当末端笛卡尔位姿求解精度设置为 １ｅ － １４
时，传统同伦延拓法得到的解空间的完整度出现了

一定的缺失。

　 　 经过仿真实验，自收敛法在不同精度下的求解

时效见表 ５。 从表 ５ 看出自收敛同伦延拓法在不同

的求解精度下，其求解时效相对稳定。
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图 ７　 传统法在 １ｅ－１４精度下的解空间示意图

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｐａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ １ｅ－１４ ａｃｃｕｒａｃｙ
表 ５　 自收敛法在不同精度下的求解时效

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｓｅｌｆ－ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｃｃｕｒａｃｙ

精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ 精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

１ｅ－１４ ２５９ ０．５９３ ５ １ｅ－１２ ２５９ ０．５８４ ６

２６５ ０．４８３ ０ ２６５ ０．４６７ ９

２７２ ０．５５７ ０ ２７３ ０．５５６ ９

２６９ ０．５３１ ４ ２６９ ０．５２１ ６

２７１ ０．５１８ ２ ２７１ ０．５０８ ７

２６７ ０．６０８ ４ ２６７ ０．５８８ ８

　 　 当末端笛卡尔位姿求解精度设置为 １ｅ－１４时，自
收敛同伦延拓法得到的解空间示意图如图 ８ 所示。

对比传统同伦延拓法求得的解空间示意图 ７，自
收敛法求得的解空间要更加完整，用时也相对较短。
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图 ８　 自收敛法在 １ｅ－１４精度下的解空间示意图

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｐａｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｅｌｆ－ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ １ｅ－１４ ａｃｃｕｒａｃｙ
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３．４　 关节限幅对求解时效的影响

为了验证迭代更新中 θｎ 限幅与否对求解收敛

性的影响，设置末端笛卡尔位姿求解精度为 １ｅ－１４，
分别选取的 ６ 组位姿求解 ３５０ 次，对限幅 θｎ 与不限

幅 θｎ 的求解时效进行对比，可见在不对 θｎ 进行限幅

的情况下，传统法与自收敛法的求解时效均降低了，
见表 ６、表 ７。

表 ６　 自收敛法在加入限幅与不加入限幅的求解时效对比

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｓｅｌｆ－ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｉｍｉｔｉｎｇ

加入限幅的自收敛同伦延拓法

精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

不加入限幅的自收敛同伦延拓法

精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

１ｅ－１４ ２５９ ０．５９３ ５ １ｅ－１４ １７６ ０．９３８ ５

２６５ ０．４８３ ０ ２０７ ０．６８５ ６

２７２ ０．５５７ ０ １８９ ０．８１８ １

２６９ ０．５３１ ４ １９０ ０．７８８ ７

２７１ ０．５１８ ２ １９２ ０．７６９ ３

２６７ ０．６０８ ４ １７８ ０．８７９ ０

表 ７　 传统法在加入限幅与不加入限幅的求解时效对比

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｉｍｉｔｉｎｇ

加入限幅的传统同伦延拓法

精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

不加入限幅的传统同伦延拓法

精度 有效解数 求解时间 ／ ｓ

１ｅ－１４ １３９ １．３９６ ３ １ｅ－１４ ２５ １．５１８ ４

２０４ １．３８９ ６ ３７ １．５０２ ６

１８１ １．３８０ ２ ３５ １．４９８ ２

１７６ １．３８９ ５ ３３ １．５１４ ７

１８９ １．３８０ ４ ２９ １．５１２ ８

１３３ １．３９７ ０ ２７ １．５１６ ９

３．５　 零空间避障轨迹

使用 Ｍａｔｌａｂ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍ Ｔｏｏｌｂｏｘ 仿真包验

证机械臂是否可以利用所求的零空间解集避障。
使用基于抛物线的平滑梯形法为机械臂末端规

划出一条笛卡尔空间中的速度平滑梯形曲线［１８］，如
图 ９ 所示，总规划时间跨度为 １，插补采样时间跨度

为 ０．０１。
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图 ９ 平滑梯形曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｓｍｏｏｔｈ ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ ｃｕｒｖｅ

　 　 在笛卡尔空间中为机械臂末端设定一个保持姿

态不变的直线运动任务，使得末端笛卡尔空间的速

度遵循平滑梯形曲线。 在机械臂的运动过程中分别

添加一个和两个障碍物，并通过包络机械臂连杆半

径的球形包围盒碰撞检测算法识别障碍物［１８］。
识别到障碍物后，针对关节角变化较小以及连

杆距离障碍物中心点距离较短的条件在解集中加权

取解［１９－２０］。 在解集中找到一组关节角最小化，式
（２３）：

ａ∑
７

ｉ ＝ １
（ｌｉｎｋｉ ｔｏＯ）ｍｉｎ ＋ ｂ

　

∑
７

ｉ ＝ １
（θｃｕｒｒｅｎｔｉ － θｐｒｅｖｉｏｕｓｉ）

２ （２３）

其中， ａ，ｂ 为权重参数； Ｏ 为障碍物中心点；
ｌｉｎｋｉ 为机械臂连杆上距离障碍物中心点最近的点。

机械臂末端从起始笛卡尔位置［０　 ０　 １．２６６ ６］直
线运动到［－０．５２６ ６　 ０　 ０．７４０ ０］，要求机械臂在运

动过程中保持姿态不变，无碰撞体的轨迹如图 １０ 所

示，有一个碰撞体的轨迹如图 １１ 所示，有两个碰撞

体的轨迹如图 １２ 所示，可以看出在存在碰撞体时，
机械臂在保持运动要求的同时以加权方式选取较优

解进行自运动，绕开了障碍物。
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图 １０　 无碰撞体下的轨迹

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ
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图 １１　 存在一个碰撞体下的轨迹

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｕｎｄｅｒ ｏｎｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｂｏｄｉｅｓ
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图 １２　 存在两个碰撞体下的轨迹

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｂｏｄｉｅｓ
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４　 结束语

通过延拓变量自收敛的方式，可以以更高的时

效、更高的精度获得七自由度机械臂的零空间解集；
在加入迭代限幅过程后，均会降低获得无效重复解

的概率，达到提升解集求解时效的目的；改变由独立

于关节变量的余弦函数构成的同伦辅助函数可以有

效的对解空间进行搜索。
本文通过条件加权的方式在所求零空间解集中

进行避障选解，实现了机械臂的零空间避障，也证明

了本文使用自收敛同伦延拓法获取零空间解集的方

案具备一定的工程意义。

参考文献

［１］ ＨＯ Ｃ Ｋ， ＫＩＮＧ Ｃ Ｔ． Ａｕｔｏｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ
ｆｏｒ ｒｏｂｏｔｉｃ ａｒｍｓ ｗｉｔｈ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｄｏｆｓ ［ Ｊ］ ． ａｒＸｉｖ ｐｒｅｐｒｉｎｔ ａｒＸｉｖ：
２２０２．０７８６９， ２０２２．

［２］ ＳＨＩＭＡＢＵＫＵＲＯ Ｙ， ＧＵＳＨＩ Ｓ， ＭＡＴＡＹＯＳＨＩ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｓｅｌｆ －
ｆｅｅｄｉｎｇ ａｓｓｉｓｔｉｖｅ ７ － ＤｏＦ ｒｏｂｏｔｉｃ ａｒｍ ｓｉｍｕｌａｔｏｒ ｕｓｉｎｇ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ［ Ｊ ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ
Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ， Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２０， １４０ （ ９）： １０４０ －
１０４９．

［３］ ＤＯＵ Ｒ， ＹＵ Ｓ， ＬＩ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｆｏｒ ａ ７ －ＤＯＦ
ｈｕｍａｎｏｉｄ ｒｏｂｏｔｉｃ ａｒｍ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ｌｉｍｉｔ ａｎｄ ｅｎｄ ｐｏｓｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ［ Ｊ］ ．
Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ，２０２２， １６９：１０４６３７．

［４］ ＴＡＮＧ Ｇ， ＳＨＥＮＧ Ｊ， ＷＵ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｅｖｅｎ－
ｄｅｇｒｅｅ－ ｏｆ － ｆｒｅｅｄｏｍ ｅｘｏｓｋｅｌｅｔｏｎ ｒｅｈａｂｉｌｉｔａｔｉｏｎ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ［ Ｊ］ ．
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｒｏｂｏｔｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２２， １９（１）：
８４－９６．

［５］ ＷＡＮＧ Ｙ， ＡＲＴＥＭＩＡＤＩＳ Ｐ． Ｃｌｏｓｅｄ － ｆｏｒｍ ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａｎｔｈｒｏｐｏｍｏｒｐｈｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｒｏｂｏｔ ａｒｍｓ［ Ｊ］ ．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， ２０１３， ２（１１０）： ２．

［６］ ＬＥＥ Ｓ， ＢＥＪＣＺＹ Ａ Ｋ． Ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ａｒｍ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ［ Ｃ ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ． ＩＥＥＥ，１９９１： ４５８－４６５．

［７］ ＭＯＲＡＤＩ Ｈ， ＬＥＥ Ｓ． Ｊｏｉｎｔ ｌｉｍｉｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｌｂｏｗ ｍｏｖｅｍｅｎｔ
ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｕｓｉｎｇ ｃｌｏｓｅｄ ｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ

［ Ｃ ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ：
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ． Ｂｅｒｌｉｎ，
Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：ＩＥＥＥ， ２００５： ４２３－４３２．

［８］ ＳＨＩＭＩＺＵ Ｍ， ＫＡＫＵＹＡ Ｈ， ＹＯＯＮ Ｗ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｆｏｒ ７ ＤＯＦ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ
ｌｉｍｉｔｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｊａｐａｎ， ２０１０， ２５
（４）：６０６－６１７．

［９］ 彭继友， 杭鲁滨， 刘安心，等． 基于同伦连续法的飞机舱门提升

机构轨迹综合［Ｊ］ ． 机械传动，２０２３，４７（２）：５３－５９．
［１０］赵斌，张友鹏，石磊．基于同伦分析法的轨道电路暂态仿真分析

［Ｊ］ ． 控制工程，２０１６，２３（９）：１４３２－１４３５．
［１１］柳伟， 顾伟， 徐荆州． 基于预测－校正的同伦延拓法追踪高维

Ｈｏｐｆ 分岔点研究［Ｊ］ ． 电力自动化设备， ２００９， ２９（９）： ６５－６９．
［１２］ＲＡＨＭＡＮＩ Ａ， ＦＡＲＯＵＧＨＩ Ｓ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｎｏｖｅｌ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｆｏｒｗａｒｄ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｕｌａｒ ｈｙｂｒｉｄ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ［ Ｊ］ ．
Ｒｏｂｏｔｉｃａ， ２０２０， ３８（１１）：１９６３－１９８３．

［１３］ＭＩＬＡＤ Ｓ Ａ， ＡＧＨＩＬ Ｙ Ｋ， ＳＡＨＢＡ Ｉ， ｅｔ ａｌ． Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆ ａ ３ － ＵＰＵ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ － Ｈｏｍｏｔｏｐｙ
Ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ［Ｃ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ２０１６ ２４ｔｈ Ｉｒａｎｉａｎ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ （ ＩＣＥＥ） ． ＩＥＥＥ， ２０１６： １３０６－１３１１．

［１４］ ＢＡＳＨＡＲＤＯＵＳＴ Ａ Ｓ， ＫＯＭＡ Ａ Ｙ， ＩＲＡＶＡＮＩＭＡＮＥＳＨ Ｓ，
ｅｔ ａｌ． Ｄｉｒｅｃｔ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｔｉｐ － Ｔｉｌｔ － Ｐｉｓｔｏｎ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｂｙ Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ Ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ［ Ｊ ］ ．
２０１６． ＤＯＩ：１０．１３１４０ ／ ＲＧ．２．２．３１６６０．４６７２１．

［１５］ＷＵ Ｔ Ｍ． Ｓｅａｒｃｈｉｎｇ ａｌｌ ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ｒｏｂｏｔ ｂｙ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００５， ５（４）：６６６－６７３．

［１６］ＴＳＡＩ Ｌ Ｗ， ＭＯＲＧＡＮ Ａ Ｐ． Ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔ
ｇｅｎｅｒａｌ ｓｉｘ － ａｎｄ ｆｉｖｅ － ｄｅｇｒｅｅ － ｏｆ － ｆｒｅｅｄｏｍ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｂｙ
ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｄｅｓｉｇｎ， １９８５，
１０７（２）：１８９－２００．

［１７］蒋新松． 机器人学导论［Ｍ］ ． 沈阳：辽宁科学技术出版社， １９９４．
［１８］朱小利． 基于 ＭＡＴＬＡＢ－Ｒｏｂｏｔｉｃｓ 的七自由度机器人运动轨迹

规划仿真［Ｊ］ ． 河北北方学院学报（自然科学版），２０１９，３５（１１）：
１０－１５．

［１９］朱战霞， 靖飒， 仲剑飞，等． 基于碰撞检测的空间冗余机械臂避

障路径规划［Ｊ］ ． 西北工业大学学报，２０２０，３８（１）：１８３－１９０．
［２０］夏晶， 马宏伟， 王海荣，等． 基于零空间的冗余机械臂轨迹有效

性判断方法［ Ｊ］ ． 华中科技大学学报（自然科学版），２０１９，４７
（４）：２５－３１．

９１２第 ８ 期 吴剑雄， 等： 基于自收敛同伦延拓法搜索七自由度机械臂零空间解集


